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1 Wurzeln

Die n-te Wurzel

FiUr aeR; ist die n-te Wurzel aus a die nicht negative Loésung der Gleichung x"=a mit a>0,
neIN\{0,1]}

Geschrieben: Ya

Die nicht negative reelle Zahl a heil3t Radikand, die naturliche Zahl n heif3t
Wourzelexponent.

Far n=2 wird sie als Quadratwurzel bezeichnet und schreibt einfach Va.

Die Gleichung x*=a hat neben Va auch noch die Lésung —Va, denn (—/a)* = Va > =a.
Dies sind die einzigen, denn (x+Vallx—Va/ =x*-a=0

Somit gilt: x*=a & Vx*=Va < |x|=Va o x=+Va

Fir positive Zahlen a und b gelten die folgenden Rechengesetze:

Vallb=ab

Va _na
b Vb
" =N
a”=Va"
a_%: L
Va"

Bei negativen Zahlen konnen diese Rechengesetze nur angewendet werden, wenn m und
n ebenfalls ungerade Zahlen sind. Bei anderen komplexen Zahlen sind sie ganzlich zu
vermeiden.

Beispiele

a) x*=27 = x=327
b) x*’=-64 > x=—V64=-4

. 16 _ 16 2
) X'=425 7 X=* g5 =5

d) x’=0 = x=Y0=0
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Seien a>0 und x,>0 reelle Zahlen, dann konvergiert die Folge (x,),., die durch die

1
Vorschrift X,,.1:=5 gegeben ist, gegen Va. (Newtonverfahren, schon von den

2
Babyloniern verwendet).
Allgemeiner lasst sich Va wie folgt berechnen:

a
X, +—
XH

m

X, —d
Xn+1-'=><n—m';m_1 (Newtonverfahren)
n

0 infinity n+1
Bemerkungen exp(z)::z — a’:=exp(z-In(a));aeC\({0}, In(1+x)= Z (=1)

X", xe€, [x|<1
n=o 1 n=1

X~y

=y =X X"y Xy Ty
X"+ y"
X+y
X"+yn:Xn71
X=y
Anordnung von Zahlenfolgen

Es sind gewisse Zahlen als positive ausgezeichnet (Schreibweise x>0), so dass folgende
Anordnungsaxiome erflllt sin:

1. Fur jedes xR gilt genau eine der drei Beziehungen:
x>0, x=0; —x>0

2. Sind x>0 und y>0, so folgt, x+y>0

3. Sind x>0 und y>0, so folgt, x, y>0

=x""—x"?y+..—xy" *+y"" n ungerade

n

—X"?y+..+xy"*-y"!, n gerade

Definition

Man setzt x>y, falls x—y>0 gilt.

x>y Bedeutet x>y oder x=y

Statt x>y (bzw. x=y) schreibt man auch y<x (bzw. y<x)

Folgerung: x<0 & —x>0

Beweis: x<0 heif3t nach Definition 0>x und dies ist nach definition gleichbedeutend mit
0—x>0, d.h.—x>0.

Es gelten folgende Regeln fur x, v, z,a, x',x'€R:
a) x<yAy<z = x<z (transitiv)
b) x<yAx'<y' = x+x'<y+y’

C) x<ynra>0 = ax<ay
x<yAna<0 = ax>ay

Es genugt zu zeigen, dass 10,1[ nicht abzahlbar ist.

Angenommen 10,1[ abzéhlbar. Dann gibt es eine Folge (x,),., reeller Zahlen, so dass
10,1[=(x,|n=1], Die Dezimalbruchentwicklungen der Zahlen x, seien
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x,=0,a,, a,,a,; ...
X,=0,0dy; Ay, A3 ...
x3=0,as as, as; ...

Wir definieren nun eine Zahl c€10, 1[ durch die Dezimalbruchentwicklung ¢=0,c, ¢, ¢, ...,
wobei

c..=|5 fallsa, #5

14, fallsa, =5
Insbesondere gilt ¢,#a,, flr allek>=1. Nach Annahme existiert ein n=1 mit x,=c. Daraus
folgt aber a,,=c,, was im Widerspruch zur Konstruktion von c steht.

V2 Ist nicht rational:

Vorbemerkung:

Ist das Quadrat einer Zahl gerade, dann waren es auch die die Zahl selbst:
Beweis: Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist immer ungerade, denn
(2n+1)(2k+1) = 4nk +2(n+k) + 1= 2(2nk+n+k)+1

- @
gerade

ungerade

Beweis:

Angenommen ﬁ=§, mit p,q€N\{0} und p, q teilerfremd.
2
= p—zz\/§2:2
q

= p’=2q*, also muss, weil 2 g> immer eine gerade Zahl ist, auch p* gerade, somit auch p
(siehe Vorbemerkung). Ist aber p*® gerade dann lasst sich p* mit (2r)* darstellen,

nach Einsetzen folgt: 2 b°>=4 r> = b> = 2r° = dannistauch g immer eine
gerade Zahl (gleiches Argument wie fur p).

Sind nun p und q jeweils gerade Zahlen, dann sind sie nicht mehr teilferfremd, da sie
durch 2 gekurzt werden konnen. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme oben;
deshalb kann +2 keine rationale Zahl sein.
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