Z:_/Z?‘;;ﬂﬁ FOS 12 / BOS 12 Technik: Mathematik 1.Motivation

Integration
»<Zusammenschluss, Vereinigung“ vom lateinischen integrare ,wiederherstellen, erneuern®

1. Motivation

In einem Unternehmen wird jeden Tag der Gewinn ermittelt. Die folgende Kurve zeigt den
nach rechts die Zeit in Tagen und nach oben den Gewinn pro Tag.

U 1000€
Ggwmn:rg—o—

Tag = A ; P A

1n 12

gen

Gesamtgewinn in 1000 € Der y-Wert der Punkte ist also 3, -0
: . : der Flacheninhalt der Kastchen

12

Ze%t i’n%"Ta;gen

Der jeweilige Flacheninhalt entspricht dann dem Gewinn an einem Tag.
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%#\ FOS 12 / BOS 12 Technik: Mathematik 1.Motivation

Will man den Gesamtgewinn von Anfang bis zu einem bestimmten Tag ermitteln, so mussen
die Einzelnen Gewinne am Tag, also die Flacheninhalte aufsummiert werden.

Der durchschnittliche Gewinn am Tag ergibt sich dann aus der Summe dividiert durch die
Anzahl der Tage bis dahin.

Ermittelt man den Gewinn nicht pro Tag, sondern z.B. pro Sekunde ergeben sich allmahlich
glatte Kurven.

Fir die Summe der Flacheninhalte A; kann man auch Z A, schreiben ( Z ist das
griechische S: fir Summe)

Macht man die Zeitschritte unendlich klein schreibt man f satt Z (,glattes” S).

2. Volumenmessung im R’ (= Flachenmessung)

Im folgenden ist eine stetige Funktion f : D - IR, DS IR gegeben, sowie a, b, x, €I mit
einem Intervall ISD.

Wir interessieren uns fur die Flachenbilanz bzw. den Flacheninhalt zwischen dem Graphen
von f und der x -Achse im Intervall [a, b] .

Flachenstlicke oberhalb

\ der x-Achse zahlen

AN

).

[«) ) SR
o

Flachenstlicke unterhalb
der x-Achse zahlen
YA
/'/\ |
1 1
1 ]
1 1
1 ]
1 1
1 ]
1 1
1 ]
! H -
a 0 \\\ lf/ b X
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Aufgabe: 7
Geben Sie die Flachenbilanz fiir das Intervall [—a, da]

an, wenn f punktsymmetrisch bezuglich dem Ursrung
ist..

1
I
¥

Das bestimmte Integral
Bestimmung der Flachenbilanz A’
YA

—1

m e s s o —————
>
[JNey

mit der Streifenmethode

Y A

]
]
]
]
1
]
________ ]
]
]
:
]
A, An-2 An i,
i
]
1
]
]

- >

Ax_ AX AX AX b X

Xi=a+1-Ax X;=a+i-Ax
Xo=a+0-Ax Xp.g=a+(n-1)-Ax

— /S

o~
n-Streifen

Anzahl der Streifen

Streifenbreite

Position (der linken Seite) des i -ten Streifens A;
Hohe des i -ten Streifens A;

Flacheninhalt des i -ten Streifens A,
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}Z_%”#ﬂ FOS 12/ BOS 12 Technik: Mathematik

2.Volumenmessung im (= Flachenmessung)

YA
1 f(x)=1
b b 1
f(x)zlzxoﬁff(X)dX—fldx: :I-b1 Ato’
0 0
0 b ;
V1 f(x)=x
b
b b 1
f(X):X—Xl = ff(x)dx:fx.dx=5_b2
0 0 Ag
0 b ;
Y f(x)=x
b b 1
flx)=x" = ff(x)dX—fx2 dx:E-b:"
0 0
A
0 b ;
Y4 f(x)=x®
b b 1
flx)=x> = ff(X)dx—fx3dx:Z.b4
0 0
A
0 b ;

1
n+1

b
Allgemein: fx"-dx = .p™!
0
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Herleitung mit Streifenmethode:

flx)=1:
f(x)dx = 1dx—11rn 1Ax—11m Ax- 1—11mu 1—b lim n—1t =b
f n n
n-olj=Q n-ow n-ow n- o
:;_1
flx)=x
b n—1 n—1
ff(x)dx = fxdx—llm Z X, ‘Ax :hm(Zi-Ax-Ax = lim sz-Zi)
0 n-o|j=Q h,—i n-o\ij=0 n-o i=0
a+i-Ax
_ . [(b=0V (n=Un|_1,, .. [(n=1|_1,
- hfll( n ;| fm =3b
flx)=x"
b n— n—1
_ff(x)dx = fx -dx = lim Zx ‘AXx —11 (Z(l Ax)-Ax|=lim|A 3-Z:iz)
0 m-%\i=0 i=0 nm— o i=0
= gim|[220) . (=20 ) s (1L L Ly
n-—o n 6 nowl|3 2n 6n 3
flx)=x
b n—1 n—1
xX)dx = X"+-dx = lim xAX—lm 1AxAx=irnAx~ i
[ f(x)d f dx = li Z ] (Z ] 4 3)
0 n=\i= n—©\i=0 n-o i=0
T e iy R S P R 9
n- o n 4 n-oo 4 2n 4n 4
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Z_%"#: FOS 12 / BOS 12 Technik: Mathematik 2.Volumenmessung im (= Flachenmessung)
Im folgenden sei 1< R ein Intervall das mindestens 2 verschiedene Punkte enthalt.
3. Stammfunktionen

Definition:
Eine differenzierbare Funktion F : I - IR heit Stammfunktion einer Funktion f : I - R,
falls F'=f.

Es gilt:
Die Funktionen F_:y = F(x)+C, C€R sind dann ebenfalls Stammfunktionen von f,

denn F.'(x)=|F(x)+C| = F'(x)+C" = f(x).

=0
Dies ist klar, da die Konstante C die Stammfunktion nur in y-Richtung nach oben oder unten
verschiebt, was die Steigung von F und damit die Steigungsfunktion (= 1-te Ableitung) f ja
nicht verandert.

Anmerkung:

Stammfunktionen finden ist also die Umkehrung der Ableitung, es wird daher auch
manchmal als ,Aufleiten” bezeichnet.

y A

Beispiel: F2b0+2

f(x)=x—1 = F.(x)==x"—x+C Fi(x)+1

Fa(x)-1
Fo(x)-2
s
_1}/
e
f(x)=x-1
Es gelten folgende allgemeine Regeln:
Funktion Stammfunktion Bemerkungen
a-f(x) a-F(x)+C aeR
f(x)+g(x) F(x)+G(x)+C
fax+b) 1 F(ax+b)+C Einfacher Fall der umgekehrten
a Kettenregel
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Z—%# FOS 12/ BOS 12 Technik: Mathematik 3.Stammfunktionen

Wichtige Stammfunktion:
Funktion f(x) Stammfunktion FC(X)
X" 1 e neR\ (-1}
n+1 ’
Aufgaben:
Bestimmen Sie jeweils die Stammfunktionen zu
1. f(x) =2 2. f(x)=x-3 3. f(x) = (x—1)(x+2)
Definition

Ist F eine Stammfunktion von f , so heil3t die Menge aller Stammfunktionen von f das
unbestimmte Integral von f und wird mit [ f(x)dx = F(x)+C, CER bezeichnet.

Die durch F(x) = fi f(t)dt definierte Funktion heilt Integralfunktion,
f(x) heiRt Integrand.

Beachte

<

o

X

o

[ @ g T ——
><V

<

o
Poq

o

PV T —
><V

|

o

Q f--—————--
[ @3] E—
=Y
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%#\ FOS 12/ BOS 12 Technik: Mathematik 3.Stammfunktionen

Es ergibt sich der ,Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung:

Satz

Ist ISR einIntervall, f : I - R eine stetige Funktion und F eine Stammfunktion von f,

dann gilt fur alle a,bel
b

J f(x)dx = F(b)—F(a) = [F],
Beachte

Die Integrationskonstante hebt sich durch die Subtraktion auf, das bestimmte Integral enthalt
keine Integrationskonstante mehr.

Regeln:
}f(x)dXZO ,denn F(a)—F(a)=0
}f(x)dx =- jf(x)dx ,denn F(b)—F(a)=—(F(a)-F(b))

c b
ff(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx ,fur cel Summeneigenschaft des Integrals

a

Beispiele:
2 2
1 1 1 .21_3
roc=lp] =[5 23 )3
1
1 1 1 3
dx =|=- = =17 |—=-27|=— =
Jroc=lp] =[5 o3 2=
7 7
3 3 2 3 4,2 3 3 4.2 3 3 4,2 3
SxPH2x | dx = | = x*+ 2 == 7'+2. 7| = 2*+Z2 . 2°| ~ 670,52
{4XXX16X3X2(16 3 (16 3) ’
5
f %X3+3x dx = 0, da Funktion punktsymmetrisch bzgl. Ursprung.
)
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